Marek Materzok

Rownania rekurencyjne na dziedzinach

Pomimo, iz poczynilem starania, aby praca ta byla mozliwie kompletna i wolna od
bledéw, nie moge zagwarantowacé, ze nie wkradly sie do niej zadne nieScistosci czy pomytki.
Czytaé na wlasng odpowiedzialnosé.

1. Wprowadzenie

Bedziemy zajmowaé si¢ problemem znajdowania rozwiazan rekurencyjnych réwnan na dziedzinach.
Interesowaé nas beda réwnania postaci D = F(D). Motywujacym przykladem jest zadanie semantyki
denotacyjnej dla beztypowego rachunku lambda. Kazda funkcja w beztypowym rachunku lambda moze
by¢ argumentem dla dowolnej innej funkcji, wobec tego dziedzina, w ktérej bedziemy interpretowac
wyrazenia lambda, musi spelniaé¢ réwnanie D =2 D — D.

2. Funktory i F-algebry

W teorii kategorii standardowym narzedziem stuzacym rozwiazywaniu rekurencyjnych zaleznosci jest
pojecie F-algebry poczatkowe;j.

Definicja 2.1. Niech F' : K — K bedzie endofunktorem nad kategoria K. F-algebra nazywamy K-obiekt
A z morfizmem f : F(A) — A. F-homomorfizmem z F-algebry (A, f) w F-algebre (B, g) nazywamy
K-morfizm h : A — B taki, ze ho f = go F(h).

Definicja 2.2. F-algebre (A, f) nazywamy poczgtkowq, jesli z kazdej F-algebry (B,g) istnieje w nia
unikalny F-homomorfizm.

Lemat 2.3. Jesli (A, f) jest F-algebrg poczatkowq, to [ jest izomorfizmem.

Dowdd. Rozwazmy F-algebre (F(A), F(f)). Niech h : A— > F(A) bedzie F-homomorfizmem. Z definicji
F-homomorfizmu mamy ho f = F(f)oF(h) = F(foh). Poniewaz (foh)of = fo(hof)= foF(foh),
foh jest F-automorfizmem, zatem foh = ida. Tym samym ho f = F(foh) = F(ida) = idp(4). Zatem
h = fﬁl' D

Zatem jesli znajdziemy kategorie, w ktérej F' bedzie funktorem, a (A, f) F-algebra poczatkowa, to
rozwiazaniem réwnania D = F(D) jest A, natomiast f jest izomorfizmem miedzy A i F(A). Rozwiazanie
rownania jest wiec z doktadnoscig do izomorfizmu.

Rozpatrzmy kategorie CPO porzadkéw zupelnych i funkeji cigglych. Niestety, ta do$¢ naturalna
kategoria nie jest odpowiednia dla naszych celéw. Aby to ukazaé, przyjrzyjmy sie blizej bifunktorowi —.

Definicja 2.4. Bifunktor —: CPO x CPO — CPO jest konstruktorem przestrzeni funkcji ciaglych.
Majac dane CPO-morfizmy - funkcje ciagle f : A — Big: C — D dzialanie — na nich jest nastepujace:
(f — g)(x) = goxof, f —g:(B—C)— (A— D). Zatem — jest kontrawariantny wzgledem pierwszego
argumentu i kowariantny wzgledem drugiego.

Potraktujmy F z naszego przykladu motywujacego, F(D) = D — D, jako definicj¢ funktora w CPO.
Zatem z 2.4 wynika, ze dla CPO-morfizmu f : A — B mamy F(f)=f— f:(B— A) — (A — B).
Aby F bylo funktorem, musi zachodzi¢ F(f): F(A) — F(B), czyli F(f) : (A— A) — (B — B).

Przyczyna problemu jest kontrawariantno$é¢ — wzgledem pierwszego argumentu. W zwiazku z tym
bedziemy szukaé¢ kategorii z podobnym do — bifunktorem, ktory jednak bedzie kowariantny wzgledem
obu argumentéw.



3. R-pary

Definicja 3.1. Niech f: D — E, g : E — D beda CPO-morfizmami. Pare (f,g) : D < E nazywamy
r-parq.
Dla r-par definiujemy operacje ztozenia ((f1, g1)o{f2, g2) = (fiof2,g2091)) oraz odwracania ({f, )" =

(9, 1))-

Bede czasem pisaé p*, p™ na oznaczenie sktadowych funkcji r-pary (p = (p*,p™)).

Wobec tego porzadki zupelne z r-parami jako morfizmami tworza kategorie. Kategorie te bedziemy
nazywaé¢ CPOR.
Udowodnimy szereg przydatnych wlasnosci r-par i kategorii CPOX.

Lemat 3.2. Niechp: B < C, q: A — B bedg CPO®-morfizmami.
1. id AP = idy
2. (poq)™ =q% op™
3. (p°P)°P =p
Dowdd. Zatézmy, ze p=(f,g)iq¢={(f",q').
1. ida% = (ida,id )" = (ida,ida) = ida
2. (poq)” = ({f, > (flogN)P=(fof.gdog)"=(g0og fof)=(qf)olg f)=q"op>
3. (pP)? = ((£,9)")" = (9. )" ={f,9) =

Lemat 3.3. CPOR jest identyczna z dualng kategorig CPOR”.
Dowdéd. Morfizmowi p w CPO® odpowiada morfizm p°? w CPOR”, O

Funktory nad CPO przenoszy sie latwo na kategoric CPOYR, dzialajac ,po wspolrzednych”. W
szezegblnosei, dla dowolnego bifunktora @ : CPO x CPO — CPO istnieje bifunktor &% : CPOR x
cPO® — cpPOF® dzialajacy na obiektach tak samo, jak wyjSciowy bifunktor @, a na morfizmach
zdefiniowany nastepujaco: (f,g) ®% (f',g") = (f @ f,g@d).

Twierdzenie 3.4. Zdefiniowane powyzej przeksztalcenie ®F jest bifunktorem oraz zachowuje wariant-
no$¢ bifunktora ® wzgledem obu argumentiow.

Dowdd. Niechi,j € {0,1} oznaczaja ko- (0) lub kontrawariantnosé (1) bifunktora & wzgledem pierwszego
i drugiego argumentu.

1. Przeksztatcenie ©F zachowuje morfizmy identycznosciowe..
idy R idp = (ida,ida) ®F (idp,idg) = (ids @ idp,ids @ idp)
= (idaoB, idagp) = idaep = idagrp
2. Niech p = (f,g) : Ay = Ay ir = (f',¢g') : By < B; beda CPO®-morfizmami. Z zalozenia o
wariantno$ci @ mamy f@® f': A;&B; — A1_;®B;_;. Zatem réwniez g g’ : Ay_; ®B1_; — A;®B;.
Z definicji &F mamy pdfr=(f® f,g® ¢'), a zatem p@Fr: A, % B; & A, &F By_;.
3. Niech
po = (f0,90) : B C p1={(f1,q1): A< B
= (fo,90) : B = C' ri=(fl,q1): A < B
beda CPOR-morfizmami. Z zalozenia o wariantnosci @ mamy (foo f1)® (fio f1) = (f; ©fi)o(fi—i®
fi_;) i analogiczna réwnos¢ dla g. Wtedy
(fo,90) o (f1.91)) & ({f5, 90) © (f1,91))
foo fi,g10 fo) ®% (fy 0 f1, 91 © 90)
(foo f1) ® (fo 0 f1). (910 90) & (g1 © 90))
(fi® fi) o (fimi ® fi_;), (91— © g1_;) © (9: ® g))
fi @ fj,gz @ g;5) o (fimi ® fi_j, 91-: D g1_j)
(firgi) ® <fjagj>)o(<f1—iagl—i> o <f{—jag/1—j>)
D D 7”,7') o (p1—i of 1)

(poop1) ®F (roor) =

(
=
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(
=
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Powyzszy dowdd mozna tatwo uogdlnié do przypadku dowolnego n-arnego funktora.
Majac te wszystkie narzedzia, zdefiniujmy nowy bifunktor —: CPO® x CPO® — CPO®. Niech na

obiektach A — B = A — B, za$ na morfizmach p — r = p°? —T r.

Twierdzenie 3.5. Przeksztalcenie — jest bifunktorem kowariantnym wzgledem obu argumentéw.

Dowdd. Pokaze, ze » posiada zadane wlasnosci.
1. Przeksztalcenie — zachowuje morfizmy identycznosciowe.

R

idX — idy = idxop idy = idX —>R ’idy = ’L.dX*)RY = idX>_,y

2. Niech p: A & B, r: C < D beda CPOR-morfizmami. Mamy p — r = p?? —F r: (4 — C) «
(B — D).

3. Zostalo jeszcze pokazaé, ze majac dane dwa CPOR-morfizmy p: B C,r: A« B, p' : B’ < (',
r': A — B’ mamy (por)— (p'or’)=(p—p)o(r—r').

(por)— (' or') = (por)” =T (¥ or') = (17 o p) =T (p'07’)

= (P =)o (" =T 1) = (p=p)o(r—r)
O

Powyzsza konstrukcje mozna uogélni¢ do dowolnego n-funktora kontrawariantnego F' wzgledem do-
wolnej liczby argumentéw. Odpowiadajacy mu n-funktor kowariantny w CPO® bedziemy nazywaé FFx .
(Zatem —=—Tx),

To rozwiazuje nasze wezedniejsze problemy. Potraktujmy F(D) = D — D jako definicje funktora w
CPOR®, podstawiajac — za —. Wtedy dla CPOR-morfizmu f : A — B mamy F(f) = f — f: (A —
A) < (B — B), co zgadza si¢ z definicja funktora.

W ogélnosci, majac dang funkcje F' zdefiniowana na obiektach CPO przy pomocy funktoréw nad
CPO, mozna indukcyjnie pokazaé, ze mozna przyporzadkowaé jej funktor G : CPO®} — CPOR,
zamieniajac w definicji F' uzycie kazdego funktora H na HTx. Dzialanie funktora G na obiektach jest
identyczne, jak funkcji F'.

4. Pary projekcyjne

Mamy juz sposéb, w jaki z réwnania rekurencyjnego D = F'(D) mozna uzyska¢ funktor F nad CcPOR.
Wociaz jednak nie jest jasne, jak szukaé¢ F-algebry poczatkowej, czyli rozwiazania naszego réwnania na
dziedzinach. W tym celu odtworzymy znane pojecia porzadku zupelnego i funkcji ciaglej.

Definicja 4.1. Parg projekcyjng nazywaé bedziemy r-pare (f,g) : A < B taka, ze go f = id4 oraz
fog Cidp. Funkcje f bedziemy nazywaé wlozeniem, a funkcje g projekcja. Bedziemy pisaé (f, g) : A < B.

Pary projekcyjne maja nastepujaca bardzo istotna wlasnosé.

Lemat 4.2. Niech (f,g) : A < B bedzie parq projekcyjng. Wtedy zaréwno f, jak i g sq strict. Jesli
(f',g"y : A< B, to fC f wtw ¢’ C g.

Dowéd. Mamy f(La) C (fog)(Llp) C Lp, zatem f jest strict. Podobnie g(Lg) C (go f)(La) = La,
wiec g réwniez jest strict.

Przy zalozeniu, ze f C f' mamy ¢’ = go fog T go f' og T g. Podobnie, zakladajac, ze ¢’ C g,
mamy f = fog'of'E fogo f T f. O

Z drugiej czesci powyzszego lematu wynika, ze kazda projekcja posiada unikalne wlozenie oraz ze
kazde wlozenie posiada unikalng projekcje.

O parach projekcyjnych mozna myéleé, ze zadaja ,,praporzadek zupelny” na porzadkach zupelnych.
Istnienie pary projekcyjnej A << B w pewnym sensie oznacza, ze w B mozna zapisa¢ co najmniej te same
wartosci, co w A.

Lemat 4.3. Zachodzq nastepujgce fakty:
1. ida: A< A



2. Niechp: B<Ciq: A< B. Wtedypoq: A< C.
3. Dla kazdego porzqdku zupelnego A istnieje dokladnie jedna para projekcyjnals : 1 < A, gdzie 1 jest
porzgdkiem jednoelementowym.

Dowdd. 1. Mamy idy = (ida,ida), ida oida Cida.
2. Mamy poq = (pL oqF, q® o pf). Zatem ¢ opFoplogl =¢q
plopt Cide.
3. Przyjmijmy, ze !4 = (constL 4, constL,. Mamy constLq oconstL 4 = idy, poniewaz id; jest jedyna
funkcja z 1 w 1. Réwniez (constL 4 o constL1)(za) = La E x4, co daje constL 4 o constLy C idy.
Jedynosé !4 wynika z tego, ze constL 4 jest jedyna funkcjg strict z 1 w A.

Fogh =ids oraz p" ogh ogqfopt C

O
Pary projekcyjne tworza wiec kategorie Proj, bedaca podkategoria CPOR.
Definicja 4.4. Funktor n-arny F' nad CPO nazywamy lokalnie monotonicznym, jeli 1 <i<n f; C f]
implikuje F(f1,...,fn) T E(f1,-.-, f})
Lemat 4.5. Funktory projekcyjne, stale oraz funktory 4+, X, — sq lokalnie monotoniczne.

Dowdd. Nietrudny i malo istotny dla naszych rozwazan. O

Lemat 4.6. Niech F' : (CPO)" — CPO bedzie funktorem lokalnie monotonicznym. Wtedy FT* -
Proj" — Proj.

Dowdd. Dla uproszczenia prezentacji przedstawie dowod dla funktora —. Dowdd ten mozna tatwo uogol-
nic.

Niech p: A <t B, 7 : C <1 D beda parami projekcyjnymi. Pokaze, ze p — r = (pft — r& pt —r
(A — C) < (B — D) tez jest para projekcyjna.

Wtlasnosé wlozen jest latwa do pokazania.

R>:

(" =)o —rt) = (T op") — (Fort) =ida — ide = ida—c

Wykazanie wlasnosci projekcji wymaga zas skorzystania z lokalnej monotonicznosci.

(P —rF) o (" = rf) = (" op®) = (r* or®) Cidp — idp = idp_.p

O

To wystarcza do pokazania, ze nasza przykladowa funkcja na dziedzinach F(D) = D — D moze
by¢ traktowana jako endofunktor nad kategoria par projekcyjnych Proj. Kontynuujac analogie mie-
dzy parami projekcyjnymi i porzadkami zupelnymi, wlasnosé dziatania funktora na morfizmach mozna
interpretowaé jako wtasno$¢ monotonicznosci.

5. Kostozki, kogranice

Odpowiednikiem pojecia ograniczenia gérnego jest pojecie kostozka.

Definicja 5.1. Niech C bedzie kategoria, niech A bedzie pewnym zbiorem C-obiektéw, a F pewnym
zbiorem C-morfizméw pomiedzy obiektami z A. Kostozkiem bedziemy nazywaé¢ C-obiekt X oraz strzatki
ga : A — X (po jednej dla kazdego obiektu A z A) takie, ze dla kazdej strzalki f : A — B z F zachodzi

ga=gpof.
Najmniejszemu ograniczeniu gérnemu odpowiada za$ pojecie kogranicy.

Definicja 5.2. Niech A, F beda jak w definicji wyzej. Kostozek X, {ga} nazywamy kogranica, jesli dla
kazdego innego kostozka Y, {ha} istnieje unikalny C-morfizm k : X — Y taki, ze dla kazdego A z A
zachodzi koga = ha.

Zdefiniujemy teraz odpowiednik pojecia w-tancucha w teorii kategorii.

Definicja 5.3. Niech C bedzie kategorig. Wtedy w-lancuchem bedziemy nazywaé cigg C-obiektéw A;
oraz C-morfizméw f; : A; — A;11 (i €N).



Ponizej bedziemy si¢ zajmowaé kostozkami i kogranicami wylacznie w kategorii par projekcyjnych
Proj. Na poczatek wskaze prosty warunek konieczny i wystarczajacy, aby dany kostozek byl kogranicag.

Lemat 5.4. Niech {A;}, {p;} bedzie w-laricuchem. Niech X, {r;} bedzie kostoikiem takim, ze| |, rForft =
idx. Wtedy ow kostozek jest kogranicg.

Dowéd. Niech Y, {s;} bedzie dowolnym kostozkiem. Zdefiniujmy k = (||, s¥ orZ, ||, rFosl) : X & V.
Pokaze, ze k jest para retrakcyjna.

I_lr oslt |_|s orft |_|r osftostork |_|r orf =idx
|_|s orlt |_|r osht |_|s orforlosk |_|s o st Cidy
Pokaze teraz, ze k spelnia warunek kor; = s;.

kor; = |_|s orft | |rFosk)o <7’iL,rzR>:<|_| or or; ,|_|7’1Ror os
Jj=zi
R
iO

% j=i
R L R L R
|_|S O’I’ O’]" Op] 1O Opzv p Opj IOTJ OT]-OSj>
j>i j=i
— L L —
= (Ut optronont LIpteopfiyost = (Llsk | = 5h,58 =
j=i j=i j=i j=i

Zostalo pokazaé, ze k jest unikalne. Niech | : X <Y spelnia warunek [ or; = s;.

l=loidx = lL ZR |_|r or |_|r or |_|lLor or |_|7’ or; olR
|_|s OT |_|r os

Zgodnie z nasza analogia w tej kategorii kogranice w-tancuchéw zawsze istnieja.

Lemat 5.5. Niech {A;}, {p:} bedzie w-laricuchem. Wtedy istnieje kostozek X, {r;} spelniajgcy warunek
z poprzedniego lematu.

Dowéd. Niech X = {x € [[,; A; : Viz; = pf(zi41)} z porzadkiem po wspélrzednych, rF(z); = =,
rE(x); =pko (rF(x);0) dlaj > i, rfi(z) = 2.

Pokaze, ze powyzsze jest stozkiem. Morfizmy r; sa oczywidcie parami projekcyjnymi. Ponadto dla
dowolnego i mamy (pf orf |)(z) = pf(z;41) = ; = rf(z), z lematu 4.2 mozna pokazaé rf, , opF = rk.
Z jednej strony mamy r’ o rf C idp, z drugiej er(rjR(:c))j = er(:Ej)j = z;, z czego wynika, ze

Lo R _
L], or* =idx. O

Lemat 5.6. Niech {A;}, {p;} bedzie w-laricuchem, niech Y, {s;} bedzie kogranicq. Wtedy | |, st o sft =
’Ldy

Dowdd. 7 lematu powyZej istnieje kogranica X, {n} istnieje WiQC tez izomorfizm @ : X < Y. Tym
samym mamy | |, sF osF =] ®Lorfor] o<I)R o(L;rEorE)odf = oL o dR =idy. O

Tym samym pokazaliSmy, ze na kategorie Proj mozna patrzeé¢ jak na ,praporzadek zupelny”. Ka-
tegoria, w ktorej zamiast porzadkéw zupelnych obiektami bylyby klasy abstrakcji porzadkéw zupelnych
wzgledem izomorfizmu, spelniataby wszystkie warunki bycia porzadkiem zupelnym, bytaby wiec w pew-
nym sensie porzadkiem zupelnym porzadkéw zupelnych.

6. Cigglosc
Funktorem ciaglym bedziemy nazywaé funktor zachowujacy kogranice w-tancuchéw.
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Definicja 6.1. Niech F : A; X ... x A, — B bedzie funktorem. Funktor F nazywamy ciaglym, jesli
dla dowolnych kogranic Xj, {gi4,} (¢ € {1,...,n}) F(X1,...,Xy), {F(914,5--,9na,)} rowniez jest
kogranica.

Definicja 6.2. Funktor n-arny F' nad CPO nazywamy lokalnie ciagtym, jesli dla dowolnych ciagdéw
rosnacych funkcji ciagtych f} (1 < i < n) ciag F(f},..., f") jest ciagiem rosnacym funkcji ciagtych,
ktérego kresem gérnym jest F(| ], f1, ..., L, /1)

Fakt 6.3. Funktory projekcyjne, stale oraz funktory +, X, — sq lokalnie ciggle.
Lemat 6.4. Niech F bedzie lokalnie cigglym n-funktorem. Wtedy funktor FR5 jest ciggly.

Dowdd. Dowdd przeprowadze na przykladzie funktora —.
Niech X, {r;} oraz Y, {s;} beda kogranicami pewnego w-lancucha.

| |(ri = s)" o (i = si) " = | |0 =B s)" o (i =T s) = | |(rff = sf) o (rf — s
= ef orf) = (sFosfy = ([ rf orf) = (s o)
Zi;X —idy = idx.—y 1 l
Z lematu 5.4 kostozek X — Y, {r; — s;} jest kogranica. O

Fakt 6.5. Zlozenie funktorow cigglych jest ciggle.

Z powyzszych faktéw wynika miedzy innymi, ze nasza przyktadowa funkcja na dziedzinach F(D) =
D — D traktowana jako funktor nad Proj jest ciagta.

7. Istnienie F-algebry poczatkowej

Mozna teraz juz sformulowaé twierdzenie bedace odpowiednikiem twierdzenia o punkcie statym.

Twierdzenie 7.1. Niech F' : Proj — Proj bedzie funktorem cigglym. Wtedy istnieje F-algebra (Fixp,np),
gdzie f : F(Fizp) < Fixzp jest izomorfizmem.

Dowdd. Niech AO = 1, AH—I = F(Al), Po = <J—7!F(1)>a Pi+1 = F(pz)7 {Ai}, {pz} jest w-tancuchem.
Z lematu 5.5 istnieje jego kogranica Fizp, {p;}. Poniewaz F ciagly, F(Fixr), {F(p;)} jest kogranica
w-tancucha {A4;11}, {pi+1}. Tym samym jest tez kogranica {A;}, {p;}. W zwiazku z tym istnieje izomor-
fizm np : F(Fizp) < Fizp. O

Twierdzenie 7.2. F-algebra z twierdzenia 7.1 jest poczgtkowa.

Dowdd. Niech (X, a) bedzie F-algebra. Wskaze homomorfizm h : Fizp < X.

Niech pj : A; < X beda zdefiniowane nastepujaco: py = L, pj | = oo F(p]). Dla kazdego i zachodzi
Pi = Pip1 © Pi, dowdd przez indukcje: py opo = pjo L = L = ppy, pio0pit1 = ao F(pi) o F(p;) =
ao F(piyopi) = aoF(p;) = piy1.

W zwigzku z tym X, {p;} jest kostozkiem, a zatem istnieje dokladnie jedno h : Fizp < X takie, ze
dla kazdego i zachodzi p} = h o p;. Pokaze, ze h jest homomorfizmem, to znaczy, ze honp = ao F(h).
W tym celu pokaze, ze h o nr 1 @ o F(h) oba sa mediatorami pomiedzy kogranica F(Fixp), {F(p;)} i
kostozkiem X, {pj,,}. Aby pokazaé, ze honp jest mediatorem dla F'(Firp) i X, wystarczy skorzystac z
faktu, ze ng jest mediatorem dla F'(Fixp) i Fizp, a h mediatorem dla Fizp i X. Pokazanie, ze cvo F'(h)
réwniez nie jest ktopotliwe.

Poniewaz hopy = L ihopi1 = honpoF(p;)) = aoF(h)o F(p;)) = ao F(hop;), hop; jest
jednoznacznie okreslone. Poniewaz h™ = hl oidp,, = hl o| |, pF o pE = | |,(hT 0 pF) o pF, réwniez samo
h jest jednoznacznie okreslone. O



8. Podsumowanie

Przy tworzeniu tego opracowania opieralem sie na rozdzialach 4 i 5 ksiazki [1] Plotkina na temat
dziedzin, rozdziale 3.4 ksiazki [2] Pierce’a na temat teorii kategorii, rozdziale 11 ksiazki [4] Schmidta
na temat semantyki denotacyjnej oraz pracy [3] Wagnera o rozwiazywaniu réwnan rekurencyjnych na
dziedzinach. Powstawalo ono w miare, jak czytalem dowody przedstawionego twierdzenia, jako pomoc
w ich zrozumieniu. W zwiazku z tym niewykluczone sa pewne niescistosci i bledy.
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